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Zvjezdani divovi i patuljci

Pise:
Melita Sambolek
prof.

Hertzsprung-Russellov dijagram il
HR-dijagram, graficki je prikaz ovi-
snosti snage zracenja, sjaja zvijezda,
odnosno njihovih apsolutnih ma-
gnituda, o povrsinskoj temperaturi,
odnosno indeksu boje. Sastavili su
ga 1911., neovisno jedan o drugo-
me, Ejnar Hertzsprung i Henry Norris
Russell. Na osi x nanesene su tem-
perature od 40 000 do 2500 K, a na
osi y, u logaritamskoj ljestvici, na-
nesen je sjaj zvijezda od sto tisuca
puta slabijeg od Sunceva, do milijun
puta jaceg. U dijagram se uvrstavaju
samo zvijezde poznate udaljenosti, a
Sunce, prosje¢na zvijezda, nalazi se
u sredistu. HR-dijagram je osnovno
vizualno sredstvo za usporedivanje
povrsinskih svojstava zvijezda, a ona
odrazavaju masu, kemijski sastav,
starost i unutrasnju zvjezdanu gra-
du. U dijagramu se razlikuju glavni
niz u kojem se nalazi 90% vidljivih
zvijezda: modri divovi (sjajne i vru-
Ce zvijezde), prosjecne zute zvijezde
poput Sunca i crveni patuljci (slaba
sjaja i niske temperature), niz crvenih
divova i superdivova (sjajne zvijezde
niske temperature) i nizovi bijelih
patuljaka i subpatuljaka (zvijezde
malog sjaja i visoke temperature).

HR-dijagram omogucio je takoder
lakSe razumijevanje razvoja zvijezda.
Zvijezda na glavni niz dospijeva
neposredno nakon nastanka, ¢im
u jezgri pocne izgarati vodik i tu je
vrlo stabilna. Na kojem ¢e mjestu na
glavnom nizu zvijezda biti i koliko

¢e dugo ostati ovisi 0 njezinoj masi.
Primjerice Sunce ¢e se na glavhom
nizu zadrzati priblizno 10 milijardi
godina. Modri divovi zrace i do 1 000
000 puta jace nego Sunce i jednako
toliko puta brze trose svoje zalihe
goriva, a crveni patuljci zrace 1000
puta slabije, sporije trose svoje zali-
he goriva i najduze jednoliko sjaju.
Cim u jezgri zvijezde nestane vodika,
ona napusta glavni niz. Primjerice,
zvijezde mase poput Sunceve i vece
premijestit ¢e se u podrucje crvenih
divova i superdivova, a kad otpusu
vanjski sloj prijeci ¢e u podrucje bi-
jelih patuljaka.

Wienov zakon

Za otkrice ovog zakona Wilhelm
Wien 1911. dobio je Nobelovu na-
gradu $to govori 0 njegovoj vaznosti.
Wienov zakon glasi:

Amax - T=¢C

gdje odreduje valnu duljinuKmax na
kojoj je, u ovisnosti o temperaturi T,
zracenje crnoga tijela najvece, dok je
¢ =2,8978 x 10-3 Km Wienova kon-
stanta.

Temperatura je povrsine Sunca oko
5800 K, pa je Suncevo zracenje valne
duljine 502 nm najintenzivnije, a to
je valna duljina na koju su ljudske oci
i oci vecine Zivotinja najosjetljivije.
Temperatura je ljudskog tijela 310 K,
pa se njegovo najintenzivnije toplin-
sko zracenje, valne duljine 10 um,
nalazi u podru¢ju infracrvene svje-

tlosti (toplinsko zracenje).

Stefan-Boltzmannov
zakon

Prema Stefan-Boltzmannovu zakonu
ukupna je snaga zralenja idealno-
ga crnog tijela (npr. uzarenih tijela
poput zvijezda) razmjerna cetvrtoj
potenciji njegove apsolutne tempe-
rature: L = SoT4, a kako je povrsina
kugle S = 4n1R?, onda je polumjer zvi-
jezde jednak: gdje je L sjaj zvijezde,
T povrsinska temperatura zvijezde, o
Stefan-Boltzmannova konstanta (o =
5,67 X 10-7Wm-2K-4).

Moze se uociti obrnuto razmjeran
odnos polumjera zvijezde i tempe-
rature, $to znaci da su zvijezde visih
temperatura manjega polumjera i
obrnuto.
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Luminozitet (Sunce = 1)

Povriinska =
temperatura (K) E.

H-R dijagram: na horizontalnoj osi
nalaze se povrsinske temperature
zvijezda i oznake spektralnih
razreda, a na vertikalnoj luminozitet
(https://www.aad.hr/radovi/
Lovro_Pavletic_2009.pdf
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Otkrivanje ¢uda Svemira

Dobrodosli u uzbudljivi svijet astro-
nomije! U osmom razredu osnovne
Skole prema kurikularnim sadrzaji-
ma, pripremite se za fascinantno pu-
tovanje kroz Suncev sustav, zvjezda-
ne nebese i dubine svemira. U iducih
70 sati, istraZivat ¢emo nevjerojatne
pojave i fenomene koji nas okruzuju,
potic¢udi znatizelju i otkrivanje tajni
svemira.

I. Suncev Sustav

Zapo¢nimo nase putovanje upo-
znavanjem naseg doma - Sunéevog
sustava. Sunce, nasa zvijezda koja
nas svakodnevno grije i osvjetlja-
va, ima klju¢nu ulogu u odrZavanju
Zivota na Zemlji. No, Suncev sustav
¢ine mnogo vise od samo Sunca.
Upoznat ¢emo devet planeta, uklju-
¢ujuci i nasu dragu Zemlju, svaka s
vlastitim karakteristikama i tajnama.
Osim planeta, istrazit ¢emo i mala
tijela poput kometa, meteoroida i
planetoida te tajanstveno Oortovo
oblak, izvor dugoperiodi¢nih kome-
ta. Kroz astronauticka istrazivanja,
otkrit ¢cemo kako istraZivaci prouca-
vaju i istrazuju Suncev sustav izbliza,
otvarajuci nova vrata u nasem razu-
mijevanju svemira.

Zamislite da ste astronauti na misi-
ji istrazivanja Marsa. Vas zadatak je

prouciti povrsinu Marsa i prikupiti
uzorke tla radi analize. Kako biste se
pripremili za ovu misiju, istraZite sto
vise informacija o Marsu i pripremite
plan istrazivanja. Svoje istraZivanje
pripremite i kreativno prikazite pre-
zentacijom u radu.

Il. Sunce

Kao centralna figura Suncevog su-
stava, Sunce nije samo izvor svjetlo-
sti vec¢ i vazan faktor za razumijeva-
nje procesa u svemiru. Otkrit cemo
gradu Sunca, aktivnosti na njegovoj
povrsini te kako Suncev vjetari helio-
sfera utjecu na nasu planetu. Saznat
¢emo i kako Sunceva magnetosfera
stiti Zemlju od Stetnih utjecaja sve-
mira, manifestirajuci se kroz pojavu
poput polarne svjetlosti. Uz to, istra-
zit ¢emo i nastanak Sunca i planeta,
$to ¢e nam pruziti uvid u formiranje
naseg sustava, ali i drugih planetar-
nih sustava u svemiru.

Napravite model Sunca koristec¢i ma-
terijale poput gline, kartona ili papi-
ra. Pokusajte prikazati slojeve Sunca
i oznaciti vazne karakteristike poput
fotosfere, korone i Suncevih pjega.
ll. Zvijezde

Zvijezde su mozda najfascinantniji
objekti u svemiru. Njihova svjetlost
osvjetljava no¢no nebo, a njihove
karakteristike otkrivaju nam mno-
go o prirodi svemira. Naucit ¢emo o
udaljenosti zvijezda, njihovoj svje-
tlosti, boji, temperaturi i masi te
kako ih klasificiramo pomocu spek-
tralne analize. Osim toga, istrazit

¢emo dinamiku svemira kroz prou-
¢avanje pojava poput dvojnih zvijez-
da i promjenljivih zvijezda te eksplo-
Zija zvijezda poput supernova. Kroz
Hertzsprung-Russellov dijagram, do-
bit ¢emo uvid u evoluciju zvijezda te
njihovo mjesto u svemiru.

Napravite poster na kojem ¢ete pri-
kazati razlicite vrste zvijezda s nji-
hovim karakteristikama i klju¢nim
informacijama. Koristite boje i ilu-
stracije kako biste istaknuli razlicito-
sti medu njima.

IV. Zvjezdani Sustavi

Kroz promatranje i mjerenje udalje-
nosti dalekih svemirskih objekata,
istrazit ¢emo kako se zvijezde gru-
piraju u galakticke sustave poput
Mlije¢ne staze. Upoznat ¢emo se s
lokalnim galakti¢ckim jatom, tipovi-
ma galaksija te velikim skupinama
zvijezda koje zajedno putuju kroz
svemir. Kroz ove spoznaje, produbit
¢emo razumijevanje strukture i or-
ganizacije svemira te naSeg mjesta u
njemu.

Napravite prezentaciju o razli¢itim
tipovima galaksija i njihovim karak-
teristikama. Pokusajte ukljuciti zani-
mljive Cinjenice i vizualne elemente
kako biste privukli paznju svojih ko-
lega.

V. Sirenje Svemira

Proucavajuci pomak prema crvenom
i Hubbleov zakon, istrazit ¢emo taj-
ne udaljenosti u svemiru te evoluciju
samog svemira. Teorije o nastanku i
razvoju svemira, poput Velikog pra-
ska, pruzit ¢e nam uvid u povijest
i buducnost nase vasione te nase
mjesto u njoj.

Organizirajte grupnu raspravu o teo-
rijama nastanka svemira, prikazujudi
argumente za i protiv svake teorije.
Pokusajte pronadi poveznice s onim
$to smo dosad naucili o svemiru. Po-
dijelite svoja saznanja.

VI. Metode opazanja i instrumenti
Kroz elektromagnetski spektar, istra-
Zit ¢emo razlicite valne duljine i kako
nam one pomazu u proucavanju
svemira. Razli¢iti astronomski instru-
menti omogucuju nam da promatra-
mo svemir iz svih kutova, a projekti
poput James Webb svemirskog tele-
skopa pruzaju nam uvid u najnovije



tehnoloske dostignuéa u istrazivanju
svemira.

Organizirajte terenski izlet u lokalnu
zvjezdarnicu ili opservatorij kako bi-
ste vidjeli kako se astronomija prak-
ticno provodi. Upoznajte se s razlici-
tim teleskopima i instrumentima te
razgovarajte s astronomima o njiho-
vom radu.

Dok zavrsavamo nase putovanje kroz
¢uda svemira, otvaramo nova vrata u
razumijevanju svemira i naseg mje-
sta u njemu. Kroz strast, znatizelju i
istrazivacki duh, postajemo svjedoci
nevjerojatnih fenomena i otkrica koji
nas Cekaju u beskona¢nim dubina-
ma svemira. Ucenje o astronomiji
ne samo da nam pruza uvid u ogro-
mnost svemira, vec i potice nase ma-
stanje, kreativnost i istrazivacki duh,
otvarajudi put ka novim otkri¢ima i
spoznajama.

Primjeri pitanja i zadataka za Skolsko
i Zupanijsko natjecanje iz astronomi-
je za 8. razred osnovne $kole zaokru-
Zivanjem jednog to¢nog odgovora
boduju se s 2 boda ili kada dopu-
njuju se recenice, te u problemskim
zadacima moze se u svakom skupi-
ti do 10 bodova. Evo tema primjera
zadataka koji predstavljaju tipic¢ne
izazove s kojima se ucenici mogu su-
sresti na natjecanjima iz astronomije
u osmom razredu osnovne 3kole.
Identifikacija nebeskih tijela:
Zadatak: Na temelju opisa ili slika,
identificirajte nebeska tijela poput
planeta, zvijezda, galaksija ili zvjez-
danih skupova.

Na primjer: Nacrtaj tri zvijezda ljet-
noga neba po izboru te oznaci polo-
Zajem i imenom a

zvijezdu u svakome od tih triju zvi-
jezda.

Prema kojem je objektu, koji se nala-
zi u zvijezdu Herkula, emitirana po-
znata,Poruka

iz Areciba”?

IzraCunavanje udaljenosti:

Zadatak: Koriste¢i poznate informa-
cije o udaljenosti nebeskih tijela ili
koristenjem osnovnih metoda kao
$to su paralaksa, izracunajte udalje-
nost izmedu nekih nebeskih tijela.
Na primjer: Opticki teleskopi neizo-
stavni su alati za astronome. To su
opticki instrumenti koji nam
omogucavaju proucavanje nebeskih
tijela.

a. Navedi tri osnovne vrste teleskopa
prema nacinu stvraranja slike.

b. Skiciraj izgled Newtonova telesko-
pa te jasno naznaci tubus i sve optic-
ke elemente.

¢. Prou¢avamo nebeski objekt te na-
lazimo da je njegov kutni promjer
0,6°. Kolika je

veli¢ina slike objekta u zaristu objek-
tiva, ako je ZariSna daljina jednaka 40
cm?

d. Zelimo promatrati zvijezdu za koju
znamo da joj se sjaj povecao s 6 na 1
zvjezdanu

magnitudu. Koliko se zvijezdi pove-
¢ao svjetlosni tok?

e. Odredi povecanje teleskopa koji
ima objektiv zariSne daljine 5 m, a
okular zarisne

daljine 16 mm.

Poznavanje astronomskih pojmova:

Zadatak: Definirajte osnovne poj-
move iz astronomije poput planeta,
zvijezda, galaksija, crnih rupa, aste-
roida, kometa, svjetlosnih godina,
parseka itd.

Na primjer: 1. Sirius je zvijezda uda-
liena od Zemlje 2,63 pc (parseka).

a) Odredi njezinu udaljenost u svje-
tlosnim godinama.

b) Odredi njezinu udaljenost u astro-
nomskim jedinicama.

¢) Izrazi udaljenost u metrima.

d) Odredi kut paralakse.

2. Nacrtaj zvijezde Lava te

a. oznadi i navedi imena njegovih
dviju zvijezda.

b. U zvijezdu se nalaze radijant me-
teorskoga roja i nekoliko galaktika.
Navedite ime

meteorskoga roja i dvije spiralne ga-
laktike: Leonidi te M66, M65,
M95, M96,

NGC 2903 i NGC 3628

Analiza astronomskih pojava:
Zadatak: Analizirajte astronomsku
pojavu poput pomracenja, prolaska
planeta ispred Sunca (tranzita), kre-
tanja zvijezda na no¢nom nebu, me-
teorita itd., i objasnite Sto se dogada
i zasto.

Na primjer: Kako nazivamo malo ka-
meno ili metalno nebesko tijelo pro-
mjera od 100 um do oko

1 m katkad ude u Zemljinu atmosfe-
ru te padne na Zemljino tlo?
Proucavanje Suncevog sustava:
Zadatak: Odredite karakteristike
planeta u Sun¢evom sustavu poput
promjera, mase, sastava atmosfere,
broja satelita itd.

Na primjer: 1. Ako je period kruzenja
satelita B 27 puta manji od perioda
kruzenja satelita A, na kojoj
udaljenosti od sredista planeta kruzi
satelit B u odnosu na satelit A?

2. Prirodni satelit planeta Saturn, Mi-
mas ili Mima otkrio je 1789. William
Herschel.

Mimas je maleni satelit promjera od
samo 397,2 km i orbitalnim perio-
dom od 22 sata

37 minuta i 5 sekundi. Kruzi na uda-
ljenosti od 185 520 km. Odredi nje-
govu srednju

gusto¢u, ako mu masa iznosi
3,75-1019kg. (Volumen kugle odre-
duje se prema izrazu

V =4mnr3/3).

RjeSavanje problema na temelju



astronomske fotografije:

Zadatak: Analizirajte fotografiju neba
i rijesite probleme poput identifika-
cije zvijezda, galaksija, planetarnih
maglica, kretanja nebeskih tijela itd.
Na primjer: Dana 7. veljace 2023.
Sunceva je aktivnost zabiljezena slje-
dec¢im podacima: u

fotosferi se nalazilo 5 grupa i 17 pje-
ga. Izra¢unaj Wolfov broj uz uvjet da
je konstanta

instrumenta, motritelja i uvjeta mo-
trenjak=1.

Istrazivanje astronomske povijesti:
Zadatak: Istrazite vazne trenutke u
povijesti astronomije poput otkri-
¢a novih planeta, razvoja teleskopa,
doprinosa poznatih astronom(a) ili
astronomkinja itd.

Pripreme za promatranje (preuzeti
materijali iz https://eskola.zvjezdar-
nica.hr/)

Putovanje kroz Svemir: Priprema za
Astronomska promatranja

Prije nego 3to se otisnete na ne-
zaboravno putovanje kroz svemir,
vazno je pripremiti se na pravi na-
¢in kako biste maksimalno iskoristili
svaku sekundu promatranja. U ovom
¢lanku, otkrit ¢emo vam korake pri-
preme, savjete i zanimljive ¢injenice
koje ¢e vam pomoci da vase astro-
nomsko promatranje bude ne samo
uspjesno, vec i nevjerojatno zabav-
no.

Pronalazak i priprema promatrackog
mjesta

Prva faza vaseg putovanja je pro-
nalazak savrSenog promatrackog
mjesta. Odaberite mjesto koje je
sigurno, prostrano i slobodno od
ometanja. Danju je najbolje istraziti
lokaciju kako biste provjerili je li ho-
rizont slobodan od prepreka, a no¢u
¢e vam biti lakSe snalazenje ako ste
ve¢ upoznati s okolinom. Uvijek je
sigurnije i zabavnije promatrati sve-
mir u grupi, pa pozovite prijatelje ili
obitelj da vam se pridruze na tom
nezaboravnom putovanju.

Prikladna odjeca i oprema

Budite spremni na sve vremenske
uvjete! Zimi, slojevito odijevanje je
klju¢no za zadrzavanje topline, dok
e ljeti biti potrebna toplija odjeca
za no¢na promatranja. Ne zaboravi-
te topli napitak u termos boci kako
biste se ugrijali tijekom hladnih no¢i
pod zvjezdanim nebom.
Privikavanje oka na tamui koriStenje
svjetla

Kako biste u potpunosti uZivali u
promatranju, vazno je da vase oci
budu priviknute na tamu. Pocetno
privikavanje obi¢no traje izmedu 15
i 30 minuta, ali prava carolija doga-
da se nakon sto se vase oci potpuno
prilagode mraku. Kako biste o¢uva-
li osjetljivost oka na tamu, koristite
svjetla s crvenim filtrom. Ova svjetla
nece narusiti vasu priviknutost na
mrak i omogucit ¢e vam jasniji po-
gled na nebo.

BiljeZenje promatranja

Svako putovanje treba dokumen-

tirati, pa tako i vaSe putovanje kroz
svemir. Prije promatranja, pripremi-
te obrazac za biljezenje opazanja u
kojem cete zabiljeziti sve relevantne
informacije o vasem promatranju.
Neka vasi zapisi budu detaljni i pre-
cizni kako biste kasnije mogli anali-
zirati svoje promatranje i podijeliti
svoje iskustvo s drugima.

Primjer

BiljeZzenja promatranja: Velika Kola
Evo primjera obrasca za biljezenje
promatranja kao inspiracije za vase
vlastite zapise:

OBRAZAC ZA BILJEZENJE PROMA-
TRANJA

OBJEKT: Velika kola

MJESTO: Strahoninec, igraliste
INSTRUMENT: Astronomske gra-
blje

METODA: Vizualna

VRUEME: od 22:15 do 22:45 (SEV)
ili od 20:15 do 20:45 (UT)
VREMENSKI UVJETI: VEDRO
CRTEZ ILI OPIS: (Ovdje mozete
opisati svoje opazanje ili nacrtati
ono sto ste vidjeli)

Zakljucak

Priprema je klju¢na za uspjeSno i ne-
zaboravno astronomsko promatra-
nje. Slijedite ove korake i savjete, pri-
premite se na avanturu vaseg zZivotai
uzivajte u ¢arima svemira. Sada kada
ste spremni, podignite svoj teleskop,
uputite pogled prema nebu i zapoc-
nite svoje putovanje kroz beskonac-
nost svemiral



Prvi Keplerov zakon

Jona Doring

February 2024

1 Elipsa - svojstva

Elipsa je skup svih tocaka ravnine za koje je zbroj udaljenosti od dvije zadane
(fiksne) tocke te ravnine konstantan. Sada definirajmo neke pojmove koji ¢e
nam pomoci izvesti jednadzbu elipse. Pretpostavimo da se srediste nalazi u
tocki S(0,0), zarista ili fokusi se nalaze u tockama F;(—e,0) i F5(e,0),
vrhovi ili tjemena se nalaze kako je oznaceno na slici A(—a,0), B(a,0),
C(0,—b), D(0,b). Velika ili glavna os elipse zadana je |AB| = 2a dok je

mala ili sporedna os zadana |CD| = 2b. Jos moramo uvesti pojmove velike ili
glavne poluosi elipse definirane |AS| = |SB| = a te male ili sporedne polu-
osi elipse definirane |CS| = |SD| = b. Sada kada smo definirali sve pojmove

mozemo izvesti jednadzbu za elipsu sa sredistem u S(0, 0), dok éemo za elipsu
sa sredistem u S(p, g) samo malo promijeniti izvod.

Figure 1: Elipsa sa sredistem u S(0,0).



Linearni ekscentricitet elipse definiramo kao |F1S| = |SF2| = e. Ako tocku
P premjestimo u tocku B vidimo da ce:

di+dy=a—et+ate=2a (1)

Sto je konstanta.

Ako sada tocku P premjestimo u tocku D imamo po Pitagorinom poucku da su
dq idsy jednakiito dy = dy = a:

d1:d2:\/62—|—b2:a (2)

Kvadriramo li izraz i izrazimo li linearni ekcentricitet imamo:

e=+vVa?—b2 (3)

Podjelimo li linearni ekscentricitet parametrom a dobivamo numeri¢ki ekscen-
tricitet koji nam je bitan u opéenitom razmatranju elipse jer kada je on jednak
0. odnosno a = b imamo kruznicu, a kada tezi u 1 tada se elipsa priblizava
obliku pravca.

Numericki ekscentricitet - e:

- @)

Opcenito iz jednadZbe vrijedi da je € < 1.

Sada imamo sve potrebno za izvod jednadzbe elipse:
dy = /(e —x)* + ¢ (5)

dy = /(e + )2 +4? (6)

di+dy=2a=/(e—2)2+ 32+ (e+z)>+1° (7)

Vietz)?+y?=2a—+/(e—z)*+y? (8)




(e+a)? +y? = (20 — /(e — 2)2 +42)°
(e+2)” +y* = 4a” —day/(e 2 + 47 + (e — 2)* + 1/

dar/(e — )2 +9y2 =4a’ + (e — 2)? — (e + z)?

dav/(e — x)2 +y2 = 4a® + €% — 2ex + 2? — €? — 2ex — 2? = 4a® — dex

\/(e—$)2—|—y2=a—3$
a

2
€ 2

(e—$)2+y2:a2—2a2$+§$

2
e —2ex + 2% + % =a® — 2ex + 6—2352
a

2
€
62+x2+y2=a2+¥x2

Ot =d? -
a

b2
352(@) +yt =0
Naposljetku imamo jednadzbu elipse sa sredistem u S(0,0):

2 2

+% =1

@w| 8]
/s

(10)

(11)

(12)

(16)

(17)

(18)

(19)

Ako zelimo jednadzbu elipse sa sredistem u nekoj drugoj tocki S(p.,q) prefor-

muliramo postojeéu:




& — Sl EQQ)Q — 1 (20)

Bitno je navesti i jednadzbu elipse u polarnom obliku gdje imamo ovisnost
radijusa r o kutu 4.

U polarnom sustavu:
xz = r(0)cos(f) (21)

y = r(0)sin(0) (22)

Centrirana u desnom fokusu:

(=) + (=) -

Sada uvrstimo x 1y:

(r(@)cosc(tﬁ) + ae>2 . (TCL(%))Q _, (24

(r(@)cosc(tﬁ) + ae>2 . (%)2 . (25)

2 12
r? cos?(6) + 2aer cos(f) + a*e* + %11(20) =a? (26)
—€
Sada izvuc¢emo r, pomoc¢u kvadratne jednadzbe:
a(l —€?)
= 27
Ty € cos(0) (27)
Odnosno, sto ¢e nam kasnije trebati:
1—¢€2
a( ) =1+ ecos(0) (28)
r
4




1.1 Prvi Keplerov zakon - izvod preko Newtonove dinamike

Uz poznat sustav planeta Kkoji se po elipsi giba oko Sunca smjeStenog u jednom
od zarista elipse pokusat ¢emo dokazati da ta putanja doista jest elipsa kreéuéi
"unatrag” odnosno koriste¢i Newtonovu dinamiku pa é¢emo vidjeti jesmo li u
pravu.

6
.\
M

\_///

Figure 2: Planet koji se giba oko Sunca po elipsi.

Masa m (planet) se nalazi na udaljenosti r od mase M (Sunca). Koristeéi te
podatke te prethodno znanje o kinematici te dinamici gibanja kao energiju or-
bitalnog gibanja planeta mozemo pisati:

1 5 GmM
E=-m? - 2%
2 T

gdje je v brzina gibanja planeta oko Sunca, a G je konstanta gravitacije. Kako
se planet giba po elipsi njegova brzina se moze raspisati na radijalnu i kruznu

komponentu. Radijalna komponenta jednaka je 3—1 = 7, a kruzna komponenta

je 'r% = 7. Ako ih tako razdvo]jimo mozemo energiju pisati u polarnom obliku

kao:

(29)

G’n;,M (30)

E = %m(rz -+ Tzéz) —

Daljni korak je pronalazenje kutnog momenta gibanja L:

o




L =mrf (31)
Ako je brzina planeta definirana kao:
& =i 4 rbf (32)

Ako deriviramo taj izraz s obzirom na vrijeme da dobijemo akceleraciju dobi-
vamo:

@ = (¥ 4 r6)7 + (270 + r0)0 (33)

Mi ¢emo koristiti 7 komponentu akceleracije da piSemo jednadzbu:

.. : GM
P4 ro? = — = (34)
Izrazimo theta iz jednadzbe preko L. da bismo mogli integrirati:
. GM L?
=5t 53 (35)
Sada supstituiramo v = 1/r pa izrazimo:
m df
L=—— 36
u? dt (36)
d Lu®d
di = db (37)
ar _41_  Lau
dt dtu  mdf
(38)
L?u? d%u
=T ap (39)



Izraz (34) umetnemo u jednadzbu (30) te dobijemo:

L?u? d*u 5 L?u?
oz g TEMe = (40)
L?u? d?u 5 L3
Tz gz~ OMw+ = (41)
d*u G Mm?
a2 T T (42)
Sada je ovu diferencijalnu jednadzbu vrlo lako rijesiti:
Homogeno rjesenje izrazimo kao rjesenje jednadzbe:
d*u
d—92 +u= 0 (43)
A to je:
up(0) = Acos(0) (44)
Dok za partikularno rjesenje pretpostavimo:
u, = C (45)
Uvrstimo sad to rjesenje u jednadzbu (37) i dobijemo:
GMm?
C= 72 (46)
Ukupno rjesenje dano je kao:
GMm?
u(6) = Acos(6) + Lzm (47)
Odnosno vratimo supstituciju:
1 GMm?
= = Acos(8) + —= (48)
r L2



Sto odgovara uz promjenu konstanta polarnom obliku jednadzbe za elipsu:

1—¢?

r

a( ) =1+ ecos() (49)

Time smo potvrdili Keplerovo otkriée.

planet

Sunce F2




